Analyse Complexe
TD 8

Fonctions spéciales

Exercice 1 Prouver que toute fonction méromorphe sur C est le quotient de deux fonctions entiéres.

Exercice 2 Cet exercice traite de quelques propriétés remarquables de la fonction T'.

1. Montrer que

1
)=y ——
=T
pour tout z € C\ (—N).
2. Montrer que pour tout z € C\ (—N),
1 (1+1/n)? _ NZN!
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3. A l'aide de la question précédente, montrer que la fonction I' satisfait les équations
D) (z+1/k)...T(z + (k — 1)/k) = (2m) k= D/2g1/2=k2D (k2),

pour tout entier k > 2.

4. (*) Soit f une fonction holomorphe sur U = {z € C,Re(z) > 0}. On suppose que f(z+ 1) = zf(z) pour
tout z, que f est bornée sur la bande {z € C,1 < Re(z) < 2} et que f(1) = 1. Montrer que f =T sur U.

5. A laide de la question précédente redémontrer que la fonction I' satisfait les équations

I(2)T(z + %)F(z + %) T(z+ %) = (2m)2 P Vg kT (k2)

pour tout entier k > 2.

Exercice 3 Soit £(s) = @W*S/QF(S/Q)C(S)‘ On rappelle que £ est entiére et qu’elle vérifie I’équation
fonctionnelle £(1 — s) = &(s).

1. Montrer qu'il existe une fonction entiére f telle que &(s + 1/2) = f(s?).

2. Montrer que si Re(s) > 0 et s # 1,
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ou {z} désigne la partie fractionnaire de z. En déduire que la fonction £ est d’ordre inférieur ou égal a 1.
3. Montrer qu’'une fonction entiére dont lordre est fini et n’est pas entier admet une infinité de zéros.
4. En déduire que la fonction ¢ a une infinité de zéros dans la bande {s € C | 0 < Re(s) < 1}.

Exercice 4

1. (*) On se donne ay,...,a, des nombres réels, ¢ > 0 entier et M > 0. Montrer que l'on peut trouver
t € [M, Mq"] et des entiers my, ..., m, tels que pour tout 1 < k <mn,
1
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2. Soit o > 1. Montrer que pour tout réel ¢
I¢(e +it)] < (o)
et que pour tout € > 0, il existe des ¢ arbitrairement grands tels que
[¢(e+it)] = (1= e)¢(o).

3. En déduire que pour tout R > 0, la fonction ¢ n’est pas bornée sur ouvert Re(s) > 1, Im(s) > R.

Exercice 5

1. On se donne ay,...,a, des nombres réels linéairement indépendants sur Q et M > 0. Montrer que si

fi,..., fn sont n fonctions continues 2m-périodiques de R dans C,
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On pourra commencer par traiter le cas des polynémes trigonométriques.
2. On conserve les notations précédentes et on se donne de plus by,...,b, des réels, et ¢ > 0. Montrer

lexistence d’un réel t > M et de n entiers mq,...,m, tels que pour tout 1 <k < mn,

[tag — by — 2mmyg| < €.

On va appliquer ce résultat a 'étude de 1/¢.
3. Montrer que la fonction s — Re (log(C(s)) -2, p‘s> est bornée sur le demi-plan Re(s) > 1.
4. (*) On fixe n > 1 et M > 0. Montrer que l'on peut trouver ¢ > M, tel que pour tout o > 1, l'on ait, si

s=o0 +1t,
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5. En déduire que quelque soit M > 0, 1/¢ n’est pas bornée sur 'ouvert Re(s) > 1, Im(s) > M.

Exercice 6 A 'aide du théoréme des nombres premiers, montrer que :

— si p, désigne le n-éme nombre premier, p, ~ nlogn quand n — +00;

— D’ensemble des rationnels de la forme p/q avec p et q premiers, est dense dans RT ;

— pour toute chaine finie d’entiers aj ... a,, avec a; € {0,...,9} pour tout i et a; # 0, il existe un nombre
premier dont le développement décimal commence par aq ... a,,.

Exercice 7 Pour tout T > 0, on note N(T') le nombre de zéros de ¢ dans la bande 0 < Im(s) < T

1. (*) Montrer que

2+i(T+1) 6/(5) 2+i(T+1) ds
ds = /
/ >

+iT &(s) p£(p)=0" 2FiT s§—p

et en déduire que

1 24+i(T+1) 6/(8)
(N(T'+ 1) — N(T))Arctan — <Im / ds | .
2 244T &(s)
2. On rappelle I'équivalent (Stirling) valable pour s dans le demi-plan Re(s) > 0! :
logT'(s) = slog(s) — s+ O(log(|s])).

A Taide de cet équivalent, prouver que

N(T +1) = N(T) = O(log(T)).

1. Prouvez-le pour s = n entier!



3. (*) Redémontrer le résultat de la question précédente, en prouvant que N (T + 1) — N(T) < n(v/5), n(r)
désignant le nombre de zéros dans le cercle de centre 2 + i1 de rayon r, puis en utilisant la formule de
Jensen. On utiisera librement le fait, vu dans Pexercice 4 du TD 8, question 2, que ¢(s) = O(|s|) pour
s>1/2.

En fait, on sait montrer (et Riemann savait déja...) que

T T T 1
4. Que peut-on dire asymptotiquement de la multiplicité d’un zéro de la fonction ¢ dans le rectangle consi-
déré?



